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Aplicaciones

" El disefio de una torre que se sostienen En arquitectura la forma de hipérbola es
con cables es un ejemplo de aplicacién utilizada en el diseno de ventanas
de una hipérbola. (Iglesia Dominicos Madrid).

O rlgoradroetrin
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( DEFINICION h

Una hipérbola es el lugar geométrico de un punto que se mueve en un plano
de tal manera que el valor absoluto de la diferencia de sus distancias a dos
puntos fijos del plano, denominados focos, es siempre igual a una cantidad
kcons’[an’ce, positiva y menor que la distancia entre los focos.
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Si tenemos los puntos del plano P;, P, y P;;

tales que:
d(P; Fy) —d(P;; Fp)| = 2a

d(P;; F1) — d(P,; Fp)| = 2a
d(Ps; F1) — d(Ps; Fy)| = 2a
De esta forma definimos la curva denominada
hipérbola H:

Ademas:
d(F{;F,) = 2¢c; a<c

0 Tlgooucnxnetrin
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(APLICACIC')N 1 A

Encuentre la ecuacion del lugar geométrico de los puntos cuya
diferencia de distancias a los puntos F;(—3;0) y F,(3;0) sea

igual a 2 u.
A)9x2 — 7y2 = 8
B) 7x* — 9y* = 6
C)8x%?—y? =8
D) 6x° — 8y% = 4
E) x* —6y? =4
1\ J

2 P8 )
O igoraooxnetsia 22

« [ CLAVE: C ]
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|. ELEMENTOS ASOCIADOS A UNA HIERBOLA
Dada la hipérbola #:

L,
1,
7
¢

© rlgoradroetrin

Focos: F, y F, Eje focal : L
Vértices:V,yV, Eje normal: Ly
Centro: C

2 2

C: circunferencia asociada a H

V;V,: eje transverso o real

F,F,: segmento focal: 2¢c

B,B,: Eje conjugado o imaginario

Rectas asintotas: L; y L,

UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA - Centro de Estudios Preuniversitarios
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Las cuerdas

LIS

CD: cuerda
EG: cuerda focal

PM: lado recto

F,Q: radio focal

Nota: PF, — PF, = 2a

© Urlgoradoxn@is
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/1. CONSIDERACIONES:
,/-"En la hipérbola H mostrada: vP € H:|d(P;F,) —d(P;F,)| = 2a
' i) Siendo C el punto medio de F,F;:

[ d(C F;) =d(GF,) =c ]

ii) Como V; pertenece a la hipérbola:
d(Vy; Fp) —d(Vy; Fp) = 2a
d(Vy; F2) +d(Vq; Fy) = 2c

2d(Vy; F,) = 2a + 2¢
d(Vi;Fy) =a+c=>d(CV,) =a
[+ d(V; V) = 2a |

(+)

[-‘- d(Bl, Bz) = 2b ]

© rlgoradroetrin
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" 1ll. Ecuacion candnica de la Hipérbola

" El eje focal es el eje de abscisas y el | Eje focal es el eje de ordenadas vy
~ centro es el origen de coordenadas centro es el origen de coordenadas
\§ vt \'4
%
§
S
y* =1 y X
b2 ~ 2 _ .2 2 / — 1| Donde:
Q c“=a"+b a2 b2 2 = 22 4 b2
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Demostracion

El eje focal es el eje de abscisas y
centro en el origen de coordenadas

\§ !_"if‘ Y“
% I
é
DS
&S
h 2 yz
_ — 1| Donde:
e a’ b? c? = a% + b?

Por definicion:
d(P,F,;) —d(P,F,) = 2a (donde: F;F, = 2¢)

JE+2+(y—-02—(x—02+(y—0)2=2a
\/(x+c)2+y2 =2a+\/(x—c)2+y2

Elevamos al cuadrado y reducimos:

cx —a? = ay/ (x — ¢)2+y?2

De forma similar:

@)
N
£
N
>
\
I
Q
[\
<
N
Il
(aB)
N
@)
N
E
QO
N

b? b?
h2x2 = a2y2 — 52h2
2 2
‘ . X y
Finalmente; 7 12 -1
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! Observacién
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‘APLICACION 2 h

Indique la alternativa que representa la ecuacion de una hipérbola
con centro en el origen de coordenadas, un vértice en (8;0) y su
foco en (10;0).

A) 2x% — 6y? = 640
B) 16x% — 12y2 = 125
C) 9y2 — 16x2 = 125
D) 9x2 — 16y2 = 576
E) 16x% — 17y% = 163

\_ J

© goroetria &

[ CLAVE: D J
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APLICACION 3

Determine la ecuacion de la hipérbola con centro en el origen de

coordenadas, un foco en el punto (0; 2) y que el vértice mas cercano a este
foco se encuentre en el punto medio de (0;3) y (0; —1).

\§
% i
§ A) 3y? —x? =3
@ B) 3x? —y% =4
Q| C)y?—x*=8
| D)3x% —3y% =28
% E)9x? —y? =6
oS
= y,
N
12 [ CLAVE: A ]
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' |V. Ecuaciones de las rectas asintotas:
Eje focal en el eje de abscisas y centro en el origen

de coordenadas - x2  y? Donde-
@ | az_b2:1 c? = a’? + b?
S
S L1/’ b
3
§» By (0:b)] 4
L i
9 . ,,‘«:’_'___é__J:i
8 V]_ (_a;’O')’ et <
% | 4 En forma practica:
S 5G] <y’
k a2 b2
15 b,
y = 2 X, V= a2 X
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0 Wlgoracenetria

Ecuaciones de las rectas asintotas

Eje focal en el eje de ordenadas y
centro en el origen de coordenadas

y2 xZ Donde:
az_bz_1 c? = a® + b?
L, a
/' = —X
/ b
£
Al
s 1
A
/, 1
l, :
fmmmmmm in
5 b

S V. “O““T
“ ") 1
TR 2( ) a)ll
1 A Y Is 1
l \ rd I
! \\ II
I \ ’
1 . Vs
1 \ y
1 | e
* \

’
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APLICACION 4

Sea la hipérbola con centro en el origen de coordenadas, un foco en el punto
F,(5;0) y sabiendo que 3y = 5x es la ecuacion de una de sus asintotas.
Calcule la longitud de su eje conjugado.

\§
& |
% | 15v34 1634 19v34
§ A) 34 B) 34 Q) 17
@ | 21/34 2534
S | D)—7 E)—7
2 :
oS
&
N
3 [ CLAVE; E ]
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V. Ecuacion ordinaria de la hipérbola
1. Eje focal paralelo al eje de abscisas y centro en C(h; k)
Yt

Ecuacion:

____________________ N A
Lp x—h)?*

— k2
y-®?_

a2

b2

© Wigonoetria 8-

0 X
Asintotas:
L V1 == (h — d, k))
- Veértices:
Focos: Fl — (h — C, k); VZ ~ (h + d, k)
F, = (h+ ¢ k)

CICLO: PREUNIVERSITARIO 2024-1
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/ APLICACION 5 )

‘|Una hipérbola H tiene como vértices (0;-2) y (6;-2) y focos (—2;—-2) y (8; —2).
Determine la ecuacion ordinaria de la hipérbola.

(k=37 _@+2) _ (k=57 G+9°_

A 45 B) =35 36
x—3)? (y+2)° x—5)? (y+2)°
O~ "1 ! D) =5 735 !
x+3)° (y+2)?* )

E) 9 16

J

© Trbgovuo@trin

| CLAVE: C |
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' 2. Eje focal paralelo al eje de ordenadas y centro en C(h; k)

<
I
w
e
I
=

Asintotas:

= (h;k+ a)

| Yl Ly ,

\@ F 2; P (Xy)

S | L

% ; V?/ Ecuacién:

';*C<h k) y-k? x-h?_
§ =N a2  bZz
9 BN

, $ .
S NG
% 4 LN X
oS
S

4 £ } Vértices: { Vi = (hyk—a), }
V.

p
Focos: F1 = (h;k — C),}

\
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(APLICACI(')N 6 h

C\ON,
)
N
Q %
.,4

Determine la ecuacion de la hipérbola cuyos focos son los
puntos (7; —1) y (7;9), siendo la longitud del eje conjugado

\% igual a 8u.
x=7) (-6 y—-7)?% (x-6)"
§ A B) =9~ !
2
| x—4) (y—-6) y—4)?° (-6
% O~ 9 =1 D) =g ~—9 1
oS
&
N -9 =7%_
@ E) 9 16 1
L L ) [ CLAVE: E ]
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En la hipérbola mostrada:
Trazamos el lado recto LR:
Sea:LF; =F;R=h
Note que: LF, = vh2 + 4c?2

Como L pertenece a la hipérbola:

h I
2C
= h2 4+ 4c2 —h=2a /R/ \

= /h? + 4c2 = 2a+h = h? + 4c? = 4a? + 4ah + h?

b2 2
>ah=c*—a%? 3ah=b? = h=— [.uLR:z}l:&]
d d

O Wgonoetrian &

AY
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APLICACION 7

Dada la hipérbola de ecuacién 4x* — 9y? — 16x+ 18y — 9 = 0
Calcule la longitud del lado recto.

8 18 9 9
A) — B)§ C)? D)Z E)E

\. J

| CLAVE: A |
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VIl. Rectas directrices de una hipérbola:

En la hipérbola mostrada:

Las rectas Ld; y Ld, se
denominan rectas directrices de
la hipérbola H, asociadas a los
focos F; y F, respectivamente; si
son perpendiculares al eje focal,
no la intersectan y ademas:

VP € H:

Fy

é )
d(P;F;)  d(P;Fy)

| d(P; Ldy) ~ d(P;Ld;)

= constante = e

J

[e: excentricidad de la hipérbola ]

O Wigonoxetria &
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/( APLICACION 8

(y+3)*  (x=5)* _ 1
9 7

Dada la hipérbola de ecuacion

Determine la ecuacion de una recta directriz.

8 13
A)y= B)y=-7 Oy=~ D)y=—+

© Tbgonoretiia €

w| oo

E)y =

| CLAVE: D |
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I1.3 Calculo de |la excentricidad de una hipérbola:

En la hipérbola mostrada:
Como: LF, = h= d(L;Ld,) =h/

\g Ademas, como: d(V,;F;) =c—a
IS = d(Vy; Ldp) = —
§ Observemos que: v,
¢ @
@ E—C_a+(c—a) h (—a / C
S | e e zg_( e )( e
2
c+a)(c—a
S L= e+ 5 FVETD L4
) a 2
S :
\ @Ct+ta=atae | .e=- | Ademas:
| d a a?
@ d(C,Ld1)=d(C,Ld2)=—=—
[Como:a<c=>e>1] e C
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APLICACION 9

~

Determine la excentricidad de la hipérbola con
centro en el origen de coordenadas, un vértice y su
foco correspondiente en V;(4;0) y F;(6;0)
respectivamente.

A2 B4
)3 )3
C9 D3
)4 )4
E3
)2

| CLAVE:E |
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Observacion sobre la excentricidad

¢

\
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VIIl. Ecuacion general de |la ecuacion de una hipérbola

Al desarrollar las formas ordinarias de la ecuacion de la hipérbola se obtiene una
ecuacion de la forma:

[AX2+Cy2+Dx+Ey+F=OJ

Considerando A - C # 0, esta ecuacion equivale a:

D \* EpKa LD RE?
(erg) veloog) B
**2a) TPV T30) TaaTac

D% E?

F.
4A+4C w

que corresponde a una hipérbolasiA.C< 0 y

2 EZ

SiIA-C<O0y + — = F , entonces la ecuacion representa dos rectas que se
4A  4C D o

intersecan en el punto de coordenadas (——; ——) ;
P 2A 2C

O Wigonoxetria &
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/(APLICACION 10 A

Dada la ecuacion: x? —y? — 8x + 2y + F = 0; calcule el
valor de F para que dicha ecuacién represente a dos
rectas que se intersecan.

A) — 12
B) 12
C) — 15
D) 15
E) 0
\§ v

O Tgonoxetria (&>

| CLAVE: D |

AY
UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA - Centro de Estudios Preuniversitarios CICLO: PREUNIVERSITARIO 2024-1



Hipérbola equilatera o rectangular

© Una hipérbola es equilatera cuando

'~ su eje transverso y su eje conjugado
tienen la misma longitud, es decir
a=>b.

[Xz_yz :az]

Lado recto: PP’ = 2a
\
\ Excentricidad: e =2

0 Tlgoradroetrin

Hipérbola equilatera o rectangular

(caso especial)

Longitud del lado recto: 2a
Excentricidad: e = v2

UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA - Centro de Estudios Preuniversitarios
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/ APLICACION 11 A
Determine la ecuacion de la hipérbola equilatera que pasa por el punto
(—1; —5) y tiene por asintotas a los ejes coordenados.

A)xy=7
B)xy =6
C)xy=5
D)x%? —y%? =12
E) y?—x? =24
J

0 Tlgonuoetrin

| CLAVE: C |
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Hipérbolas conjugadas

Dos hipérbolas son conjugadas cuando el
eje transverso de cada una es idéntico al
eje conjugado de la otra. Entonces, cada
hipérbola es la hipérbola conjugada de la
otra.

- -B G-t

b? a2 p

S =

x-h? (y-K? _

a2 b? 1

=y

O Tlgonoconetrin &>

Dos hipérbolas conjugadas tienen las ﬁb
mismas asintotas y el mismo centro.
Si la ecuacién de una hipérbola es *
x—h)? (y—k)? i

aZz bz 1 |
la ecuacion de su hiperbola conjugada es: 0 ’ "

y-k? x-h)?

bz  az 1
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"APLICACION 12 A
Una hipérbola H tiene su centro en el punto C(1;-3), un foco en (1;0) y una de sus
directrices pasa por el punto (0;-2). Determine la ecuacion de la hipérbola
conjugada.

SiD
O <J
S Tsd)
& ,"’44:7
o %
3 m 3
> =
S
S/
"'n w4
> s
VIHTINGOS

NG+~ (x-D2=9 B)(y+32-(-Di=2 OG-~ (y+3)72=1
_9 (x—=1* (+3)?
| DDz -1 [aaveD |

~\

(APLICACION 13

Dada la ecuacion de la hipérbola % —2x% + y% + 4x + 4 = 0, calcule el valor de la
excentricidad de su hipérbola conjugada.

N: : ;
)Vz B) |5 9 g D)V
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/ Ecuacion de la recta tangente a la hipérbola
Se conoce el punto de tangencia (xq; y,) Y la ecuacion de la hipérbola.

{ (x—h)? (y—k)z_l] [ y-K? (x—h)? J
a2 b2 B 22 o b2 N
(xo—hxx—h)_(yo—k)(y—k)_1} [ Vo —K) (¥ —K) (Xo—h)(x—h) ]
az bZ — LT: az T bz =1

Ly M|

€ Wlgonoetrian &

0 7 X 0 Z N X

AY
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/i
" APLICACION 14 (Prob. 268 — 2do material de estudio)

Dada la ecuacion de la hipérbola 3x* — y? — 12x + 2y = 0, determine la ecuacioén de
la recta tangente a la hipérbola en el punto (4;2).

A)ex—y—2=0 B)6x—y—10=0 C)6x—y—12=0

D)6x—y—20=0 E)ox—y—22=0 [cLAVE;E]

\. J

(APLICACION 15 (Prob. 269 — 2do material de estudio) A

Dada la ecuacioén de la hipérbola 4x? — 9y? = 36, calcule los valores de m para los
cuales la familia de rectas tangentes a la hipérbola es de la formay = mx — 1.

A)ig B)ig C)ig D)ig E)irE

o UPbg@0a000@ERIE

| CLAVE: B l
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PROPIEDADES
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PROPIEDAD 1 )
' SiP(xy;y;) es un punto de la hipérbola: | Recordemos: d(Ly; €) = d(Ly; €) = —
, 1‘1 rz
@ Ademas: d(P, Ll) =— A d(P, LZ) = —
\Q e e
S ) Las longitudes de sus radios focales son:
§ | o 7 ry a !
@ | Demostracion: xp=—+- S r=e'x-a
S | "t r, 2
et | thn X =SS D= e
‘ H | — i e e
% = P(x1;y1)
E .\( ? ; ry En genel’a| ry = |e * X1 — al
~ | . :
| Fa E C i Fy X
@ T a :
| Vel et
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" APLICACION 16 h

| CLAVE:B |

| Determine la ecuacién de una hipérbola horizontal H de centro (0;2) que pasa por el
| punto (6;7) si las longitudes de sus radios vectores son 13u'y 5u.
\§ o A %2 Y. 2 _2)2
s | A) e )=1 B) e )=1 0) S )=1
% .’ 36 20 16 20 4 5
§ X2 —2)? x> (y—2)°
D)__(y ) _ E) ( g
© 20 16 20 36
é \_ J
>
S
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PROPIEDAD 2

Si desde un punto exterior P(x4;y;) se
trazan rectas tangentes a la hipérbola
de ecuacion:

el segmento de recta que une los
puntos de contacto se le denomina
cuerda de contacto y su ecuacion es:

<Y

0 Wigonoetrian &
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[ APLICACION 17

Dada la hipérbola de ecuacién 3x% — 2y* = 12, determine la ecuacion de la cuerda
de contacto del punto P(-1;4).

A)3x—8y+12=0 B)3x+8y—12 =0 C)3x+8y+12=0

D)3x—8y—12=0 E)3x—y—9=0

\_ J

| CLAVE:C |

O Tbgononetria &

\
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PROPIEDAD 3

La distancia de un foco de la
hipérbola a cualquiera de sus
asintotas es igual a la longitud de
Su semieje conjugado, es decir:

Demostracion:

5 Lo
N

YA Ll

B o X2 y2
Sea la ecuacién de la hipérbola: H:? i 1
Forma 1: b
Sus asintotas: L1:y=5X V Ly = — X

En forma general: L;: bx—ay=0 V Ly: bx+ay =0

Por distancia de un punto a una recta:

d:|b'X—a-y|
e | Caeb=d3
Para el foco: dzlb-c—a-0|: b.c °O=>d=E
Vb2 +a2  VbZ+aZ ® c
Forma 2:
Del grafico: sen(@):%:% >d=b
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APLICACION 18 )

¥ | Dada la hipérbola de ecuacion 3x2-y2=12, calcule el 4rea de la regién triangular CPF,
- | si C es el centro de la hipérbola, P es un punto de una asintota y F1 es un foco de la
@ ~ | hipérbola.
\Q f *
S |
% A) 2+/3u? B)2u?
g C) V3u? D)4u?
% | E)4+/3u?
>
S
@ [ CLAVE: A ]
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